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Resumen :

Sea (X,%) una pseudovariedad estratificada. la homologia de interseccion
depende de un parametro llamado perversidad. En la primera parte de este tra
bajo nos planteamos el problema siguiente: como interpretar el hecho que para
dos perversidades $¢g la inclusion natural IHf(X)-t* IH? (X) sea un isomorfismo.
Para cierto tipo de pseudovariedades este hecho esta caracterizado por la com
plejidad homolégica de los "link" de los estratos deT . o

Se puede pensar la homologia de interseccién como una medida del defecto
para que X sea una variedad. En la segunda parte de esta comuniacion mostra-—
mos que, en ciertas condiciones, X es una variedad homologica sii la aplica-
cion U es un isomorfismo para todo par de perversidades p:d.

§0. Introduccion.

La homologia de interseccion fue introducida por Goreskv-MacPherson para
extender la dualidad de Poincaré a las variedades con singularidades [GM} :
De hecho la homologia de interseccién depende de un parametro llamado perver
sidad. En esta comunicacion nos planteamos el problema siguiente: Dadas p ¥
q dos perversidades con P23, bajo qué condiciones la inclusion natural ¢ de
IH:(X) en IHE(X) es un isomorfismo. Para ello nos situamos en la categoria
de pseudovariedaes estratificadas regulares , i.e., las pseudovariedades que
admiten una estratificacion cuyos estratos poseen entornos tubulares de fibra
conica.

Sea (XJF) una pseudovariedad estratificada regular. Si P y ¢ son dos per-
versidades que coinciden en todos los valores salvo en el correspondiente al
fntonces IHE(X) y IH?(X) es—

tan relacionados por una sucesion exacta larga en el que el tercer termino

estrato minimal X(n—k-l)' en el que qk+l= pk+?ﬁ

esti dado en funcion del entornmo tubular de x(n-k—l) ( ef.(2.4) ). La apli-

cacidn reiterada de este argumento nos permite demostrar el primer resultado

de este trabajo, el Teorema A. Dicho tecrema da una condicion necesaria pa
=

-

- - - . - ]
ra que sea un isomorfismo-en terminos de los "link" de los estratos de -

1a condicion @ ( para otra demostracidn de este resultado ver [GMZJ ¥e

La condicidn &) no es una condicion suficiente.Basta para elle conside-

rar el ejemplo dado por King en [K] . Consideremos ahora la condicion suple
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mentaria de que los entornos de los estratos de@zson homologicamente trivia
les ( h-trivialidad ). En la segunda parte del trabajo se muestra que si la
pseudovaridad (X,J) es h-trivial y verifica la condicién (#£) entonces L es
un isomorfismo ( Teorema B).

Estos dos resultados nos permiten tratar la siguiente conjetura de Gores
ky-MacPherson GMI :

(X,¥) es una variedad homolgica sii para todo par de perversidades Py

q , con pggq, la inclusion natural v : IH;(X)-—*IHl(X) es un isomorfismo."
King a mostrado que esta conjetura es falsa en toda generalidad LK1 . Asi
mismo muestra que si cada estrato posee un entorno tubular producto entonces
la conjetura es cierta ( para las "loose perversities" ). Una simple aplica-
cion de los teoremas A y B muestra que podemos remplazar la condicion de tri
vialidad geometrica de los entornos por la condicion de trivialidad homologi
ca o h-trivialidad. De hecho, con el teorema C resolvemos la conjetura de
Goresky-MacPherson para las pseudovariedades estratificadas h-triviales.

Esta comunicacion constituye un resumen de la cuestion expuesta, ias de-
mostraciones completas apareceran posteriormente.

La organizacion del trabajo es como sigue. En §] introducimos la nocion de
pseudovariedad estrtificada regular y h-trivial, en §2 presentamos la homolo
gia de interseccion desde un punto de vista a la Cech En §3 mostramos los
teoremas A y B y finalmente en §4 mostramos el teorema C,

En esta comunicacién (X,J) denota una pseudovariedad estratificada de di-

.- ~ - . =, Lk -
mension n. La homologia se supondra siempre con coeficientes en un modulo R.

§1. Pseudovariedades estratificadas regulares v h-triviales.

1.1 Fibrados conicos.

Sea (L,}l) una pseudovariedad estratificada de dimensidn k, S una variedad
y M: Y=S una fibracién localmente trivial cuya fibra es el cono abierto c(L).
Supongamos que el grupo estructural de este fibrado se reduce a Aut(L,FL),g;E
po de automorfismos de (L,¥ ). Se verifica facilmente que Y admite una estruc
tura de pseudovariedad estratlflcada inducida por (L,¥.), Diremos que Y es un
fibrado conico.

Puesto que el grupo estructural de W esti en Homeo(L), podemos asociar de
modo candnico a cada y€ Y su norma A(y). La funcionA: Y —9[0 1[asf construi
da es la funcion radial. Para cada te ]0 1[ el con]unto'{ (t) sera llamado
capa, Cada capa es una pseudovariedad estratificada conla estructura induci-

da.
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1.2 Pseudovariedades estratificadas regulares.

Llamaremos c-estrato a toda componente conexa de3= . Diremos que (X;F) es
regular si para cada c-estrato S deT existe un entorno U de S que es un fi-
brado conico sobre S, gue notaremos ﬂs: U—>S8, que verifica:

(1.2.1) 1la restriccion de T% a S es la identidad,

(1.2.2) 1la fibra de ﬁ es el cono de una pseudovariedad estratificada (L,$ )
conexa y compacta, y

(1.2.3) si S y T son dos c-estratos de F con s incluido en la adherencia de
T, entonces las fibras de “T estdn incluidas en las fibras y en las

capas de T .
pas de T

Si U verifica (1.2.1) y (1.2.2) diremos que U es un entorno conico. El es

pacio L es el link de S. Por ejemplo, toda subvariedad de una variedad admite
un entorno conico cuya fibra es el cono de una esfera. En [V] se muestra que
toda prestratificaci&h de Whitney admite una estructura regular.

Fn adelante cuando hablemos de pseudovariedad estratificada regular supon
dremos fijado un sistema de entornos tubulares verificando (1.2.1), (1.2.2) ¥y
(1 2.3

.3 Pseudovaridad estratificada h-trivial.

Fijemos p y q dos perversidades con p:g. Sea S un c-estrato defl y W:0->8§
el entorno cénico de S. Para cada Jt{O Edenotaremos por ]GfX) ( resp.- JJ{\),
Eij(x) ) el coprehaz sobre S definido por: K (X)(V)-H (n (V)) (resp. 13 (V)=
IHZ(ﬂ ), &36'(V) IH‘%n (V)) ), donde VcS es un ablerto Notemos que estos
haces son localmente tr1v1&1es.

Sea (XJ) regular. Diremos que (X,§) es h-trivial en S si la monodromia de
3# (X) es trivial, para cada j. Diremos que (X?-) es h-trivial si lo es en cada
cS eatrtato. Este es el caso si los grupos estructurales de lo entornos coni-
cos son conexos: pseudovariedades de King {x], espacio de orbitas de la accion
orientable de un grupo de Lie compacto... Otros ejemplos son:

1.4 Proposicion.

Sean (X,P) una pseudovariedad estratificada regular(resp,h-trivial), S un
c-estrato, L el link de § y M :U-S el entorno conico de S. Denotemos por'{la
funcion radial deT . Sean 0§r'c¢rer'¢l, entonces los subespacios siguientes son
pseudovariedades estratificadas regulares (resp,h-triviales):

LA @y A Qe eD,

ii) X—X—l([o,r'l) si S es cerrado,



J 2
§2, Homologfa de interseccién: versién a la Cech, [Bo].

Sea-'u_,=%u “ un recubrimiento de X por abiertos, Para cada pareja de per
a

versidades Pgq vy de enteros (i,j) pongamos:

Yy 2 Nad U
Ci(’\!,ICj ) 39’*@"31 ch (Ua:: ! ai)

Denotemos por d la diferencial de Cech habitual y por O 1la diferencial de
Iégﬁx) Pongamos D = 5‘+(—I)L15 , procediendo como en[Bd]se obtiene:
23 Pr02051c10n

La restriceién r: Idﬂ(x)—o C (e, Iaﬁ} induce un isomorfismo entre IH’(X) ¥y
H{c (fu,Ié“V) n\
2.2 Proposicion.

Supongamos que (X,F) es el espacio total de una fibracién conica @ : X—> S

)

de fibra c(L). Entonces existe una sucesion espectral convergente hacia IH
T 2

cuyo segundo termino es: l:'..1 j= ) (Sﬂ}h) Analogamente con IH* (X).

2.3 Observacién.

Segun el calculo local de la homologla de interseccion se tiene (k=dimL):

IH (L) 81 ](k l-qk+1
ker(IH. (L)—-:IH @) si j=k—q
IH, (c(L)) e P (i) ik k+] o
bir il . LR L
(0 si J;k+!-pk+]

2.4 Corolario.

Supongamos p.=q., si i#k+l -1. Entonces se tiene, a partir de
P Pl ql ’ P

(2:2), la sucesion exacta larga:

F q v
——:IHJ,(X) — IH, (X)——>HJ “krlep, (s,'ntk_l_p

) = IH].?_I(X)-—’

2.5 Corolario. it

Sea (XS‘) h-trivial. Entonces la monodromia de cada 13(. vy cada GKJ es trivial,

§3. Comparacidn para perversidades diferentes

Fijemos (X,¥) una pseudovareidad estratificada regular y p v q dos perversi-
dades, con p:g. Consideremos la condicidn siguiente:
Q{) Si S es un c-estrato de F de codimension £F+l), L el link de S y j un ente
ro verificando k- G, j2k-1- P4 » ©entonces IHP(c(L))

El primer resultado de esta comunicacién se obtiene aplicando relteradamen
te la proposicion 2.2 (ver [GMZ] para otra demostracién).
Teorema A.

Si la condicion @) se verifica entonces la aplicacibn Iﬁi(x)g; IHi(X) es
un isomorfismo.

El reciproco de este resultado es falso (ver [K]). Vamos a ver que‘la

h-trivialidad es una condicién suficiente para temer el reciproco.
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3.1 Lema.
Sea (X,;}) una pseudovaridad estratificada regular. Sean p y q dos perver
sidades con pg¢q. Pongamos ke{O ..,n‘el entero mas pequeno verificando qj=p.

]
si j<k ¥y qk"pkr Entonces se tiene:

Ly, IHM?(X) 0 si j¢k= Pral”
Supongamos ahora que (XJ) es h-trivial. Si {S! denota la familia de c-es
tratos de K(n k-1) Y { S&la familia de los links respectivos entonces:

b) mk (X) = @ H_(s, IHk.P-I-p (L)

P+l S k+l 5
donde elisomorfismo estd inducido por la inclusion natural.

3.2 Lema.

Sea (X,¥) una pseudovariedad estratificada h-trivial. Pongamos P,q v k
como en lema precedente. Sea Xn-k—l el estrato minimal y ﬂTl la familia de
sus componentes conexas. Para cada T pongamos M ¥ —>T el entorno conico,

J L
AT la funcion radial v LT el link sobre T. Consideremos V=X- LJ{ ([0 lfi]).
Se tiene entonces:

w0 =0 =§>IHk“V- W) =0 .
i+ “Pral

La aplicacién reiterada de estos dos lemas y un argumento de recurrencia
sobre n(¥) nos permiten demostrar:
Teorema B.
Sean (X,}) una pseudovariedad estratificada h-trivial y p y q dos
perversidades verlflcando p<q. Entonces se tiene la equivalencia:

ly :1H"  ()— IHq(X) isomorfismo sii (X,¥) verifica (&).

§4, Homologia de interseccion y variedades homologicas.

Notemos en primer lugar que una pseudovariedad estratificada es una varie
L . . .
dad homologica si y solamente si el link de todo estrato es una esfera homo
7 . . £ o
logica. A partir de esto se demuestra facilmente:

4.1 Lema.

Sea (X,F) una pseudovariedad estratificada regular que es una variedad
homoldgica. Entonces (X,F) es h-trivial.

Con ayuda de este lema y de los resultados de §3 caracterizamos las pseu-
dovariedades estratificadas regulares que verifican la conjetura de Goresky-
MacPherson.

Teorema C.
Sea (X,3) una pseudovariedad estratificada regular, entonces:

X es una variedad homolégica sii (X,§) es h-trivial y ¢ _es un isomorfismo
para todo par de perversidades piq.
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