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£2-COHOMOLOGIE DES ESPACES STRATIFIES

Jean Paul Brasselet, Gilbert Hector et Martin Saralegi’

The first results relating intersection homology with £2-cohomology were found
by Cheeger, Goresky and MacPhersson (cf.[4] and [5]). The first spaces considered
were the compact stratified pseudomanifolds with isolated singularities. Later, Na-
gase extendetf this result to any compact stratified space A possessing a Cheeger
type riemannian metric u (cf.{12]). The proof of the isomorphism Hy(A —~ X, u) &

THP(A) uses the axiomatic caractérisation of the intersection homology of {2].

In this work we show how to realize this isomorphism by the usual integration of dif-
ferential forms on simplices. The main tool used is the blow up of A into a smooth
manifold, introduced in [2]. We also prove that any stratified space possesses a
Cheeger type riemannian metric.

Les premiers résultats concernant la dualité entre 'homologie d’intersection et
la cohomologie £? sont diis & Cheeger, Goresky et MacPherson (cf.[4] et [5]). De
nombreux auteurs les ont étendus dans des situations diverses, spécialement dans
le cadre de la géométrie algébrique. Le type d’espace originellement considéré est
celui des pseudovariétés stratifées compactes i singularités isolées. Dans ce cadre,
Cheeeger construit dans la partie réguliere de la pseudovariété, une métrique rie-
manniennne dont la £2cohomologie calcule ’homologie d’intersection. Avec les
mémes méthodes, Nagase [12] étend ce résultat aux espaces stratifiés compacts
(pseudovariétés stratifiées par une stratification de Thom-Mather), sans restriction
sur le type de singularité et en construisant une métrique riemannienne y du type de
Cheeger. Pour un tel espace A, il montre l'isomorphisme Hiy (A ~ X, ) = THE(A).
La démonstration utilise la caractérisation axiomatique de ’homologie d’intersection
de 8].

Le but du présent travail est de montrer que cet isomorphisme peut étre réalisé
géométriquement par l'intégration habituelle des formes différentielles sur les sim-
plexes (Théoréme 4.4). Nous vérifions aussi que tout espace stratifié posséde une
métrique riemannienne du type de Cheeger (Proposition 2.2).

Le principal outil que nous employons dans ce travail est la désingularisation
(appelée déplissage) de A en une variété différentiable A que nous avons introduit
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en [2]. Nous y avons montré que ’homologie d’intersection de A peut &tre calculée
a l'aide du complexe K7(A) des formes différentielles d’intersection qui possédent
un relévement en une forme différentielle de A. Le point crucial du présent travail
est celui de montrer que K;(A) est un sous-complexe de Qf)(A-2,p) et quilala
méme cohomologie.

L’organisation du travail est la suivante: Dans les trois premiéres sections nous
rappelons les notions d’espace stratifié, de £2-cohomologie et de forme d’intersec-
tion relevable. La section 4 est dédiée i la démonstration du résultat principal de ce
travail, le Théoréme 4.4. Finalement, dans ’appendice nous démontrons ’existence
et P'unicité des métriques du type de Cheeger pour les espaces stratifiés. Dans ce
travail toutes les variétés considérées sont lisses et sans bord, le mot “différentiable”
voudra dire de classe C* et les chaines et les cochaines sont prises & coeflicients

dans RR.

Les auteurs remercient le referee par sa suggestion qui leur a permis de clarifier
la démonstration de (4.4).

1 Espaces stratifiés

Nous rappelons dans cette section les notions d’espace stratifié et d’éclatement in-
troduites dans [2, Al et AIl].

1.1 Une pseudovariété stratifée A de dimension n est un espace topologique A
muni d’une filtration

A=A, DA, 1=A2=EDA, 3D - DA DA 1 =0

telle que

i) chaque A; — A;_; non vide est une variété de dimension ¢ dont les composantes
connexes sont appelées strates et

i) tout point z de A;— A;_1 admet un voisinage U C A homéomorphe & B*xc.(L)
ot B' =] — ¢,e[' est une boule ouverte de IR, et le link L est une pseudovariété
compacte de dimension n — ¢ — 1 indépendante du point z choisi dans la strate.

Ici ¢, (L) désigne le cone ouvert (moins la base) L% [0,&[/ L x {0} et par définition,
on a ¢, (0) = {point}.

Louvert A — ¥ est la partie réguliére de A et 1’ensemble ¥ est la partie

singulieére. La profondeur de A, notée prof(A), est le plus grand entier k pour
lequel il existe une famille de strates {Sp, ..., Sk} avec Sq inclus dans ’adhérence de
S, etc.
1.2 Un espace stratifié (cf.[2]) est la donnée d'une pseudovariété stratifiée A et
d’une famille de voisinages tubulaires des strates de A. Le voisinage correspondant
4 la strate S est un fibré de base S, de fibre le cone c¢L = L x [0,00[ / L x {0} et de
groupe structural Aut(L). Ici Aut(L) désigne le groupe d’isomorphismes d’espace
stratifié de L sur lui-méme (homéomorphismes qui préservent les voisinages tubu-
laires, cf.[2, AI Définition 2]).

Dans ce travail nous utiliserons principalement la description locale de A que
nous rappelons dans le paragraphe suivant.

1.3 Dans [2, AIl] nous avons construit une “désingularisation” de A en une variété
A munie d’un morphisme 7: A — A appelé déplissage et satisfaisant les propriétés
suivantes:
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1) En dehors de la partie singuliére de A le déplissage est un revétement diffé-
rentiable trivial.

2) Pour tout point z de A; — A;_;, ¢ < n — 2, et pour tout point # de 7~1(z) il
existe un voisinage U de z, un voisinage V de Z et un nombre € > 0 tels que I'on
ait un diagramme commutatif:

14 | —e,el'xLx] —¢,€]
(1) 7| . P|
U | —e,elixe.L

i) ¢ est un isomorphisme,
i) @ est un difféomorphisme, et
iit) P(z,§r) = (z,[7L(5), |r]]), ot 7z: L — L est un déplissage du link L,
et [, ] d’énote un point du cone c,L.

Nous dirons que (U,¢) est un voisinage distingué de z. Tout point de A
posséde une base de voisinages constituée par des voisinages distingués.

Le déplissage que nous venons d’introduire présente des similitudes avec la nor-
malisation de [7]: la restriction de 7 & chacune des composantes connexes de A —
7~1(Z) est un difféomorphisme et 7~!(X) est de mesure nulle. La différence la plus
importante réside dans le fait que la dimension de 771(Z) est plus grande que celle
de X pour le déplissage et lui est égale pour la normalisation.

Pour la suite de ce travail on fixera A, espace stratifié¢ de dimension n, et 7: A —
A un déplissage de A.

2 L2-cohomologie

Nous présentons dans cette section la métrique riemannienne introduite par Cheeger
(cf.[4], voir aussi [12]). Elle dépend d’un (n — 1)-uplet de réels positifs ou nuls
@ = (ag,...,a,). Nous étudions aussi la L2-cohomologie associée.

2.1 Métriques adaptées. Rappelons que l'on dit que deux métriques riemanni-
ennes ¢ et g’ sur une variété riemannienne N sont quasi-isométriques, et on note
g~ g, sl existe K > 1 avec lg < ¢ < Kg. Remarquons que deux métriques
riemanniennes g et ¢’ sont toujours localement isométriques.

Supposons pour commercer que la profondeur de A est nulle, c’est-a-dire A est
une variété et ¥ = §. Alors, par définition, toute métrique riemannienne sur A est
d-adaptée.

Dans le cas d’un espace stratifié de profondeur quelconque, nous dirons qu’une
métrique riemannienne y sur la partie réguliere A — ¥ est d-adaptée si pour tout
point z situé dans A; — A;_1, ¢ < n — 2, il existe un voisinage distingué (U, ) de z
vérifiant:

(2) p o~ p*(dz?+ .-+ da? 4 r¥e-iyg + dr?) sur A-ZX,
ou pj dénote une métrique riemannienne, (as,...,@,-;-1)-adaptée, sur la partie
réguliere du link L de la strate du point z.
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Dans ’appendice nous montrons le résultat suivant concernant ’existence et
I'unicité de ce type de métriques.

Proposition 2.2 Pour tout (n — 1)-uplet de nombres réels positifs ou nuls & =
(az,...,aq) i existe, sur A — X, une méltrique riemannienne a-adaptée.

En fait, il est possible de remplacer dans (2.1) le concept de “quasi-isométrie”

par celui d’“isométrie”, pourvu que les groupes structuraux Aut(L) de A soient des
groupes compacts.
2.3 L2-Formes différentielles. Considérons maintenant une variété riemannienne
(N, g). Pour toute forme différentielle w sur N on définit la £L2-norme de w par:
llwll, = (fyw A #w)*/?, ol1 * est I'opérateur de Hodge associé a g. Remarquons que
cette norme peut é&tre infinie. Le sous-complexe différentiel

V(N 9) = {w € V(N) / ||wlly < oo et ||dw]l; < o0}

est le complexe des L2-formes. Remarquons que si NV est compact alors (N, 9)
est le complexe 2*(N) des formes différentielles sur N. Si g et ¢’ sont deux métriques
riemanniennes quasi-isométriques sur N alors Q’(’z)(N ,9) = QE‘Z)(N ,q).

La cohomologie du complexe {2f;)(N, g), notée H(‘z)(N, 9), est la L2-cohomologie
de (N,g). Tout difféomorphisme f: N’ — N entre deux variétés induit un isomor-

phisme entre Hp, (N, g) et Hpy (N, f*g).

Le résultat suivant (lemme de Poincaré) est dfi & Cheeger (cf.[4, Lemme 3.4] et
(11, Lemme 3.12]) et se trouve & lorigine de la relation entre ’homologie d’intersec-
tion et la L£2-cohomologie.

Proposition 2.4 Soit (N,g) une variété riemannienne de dimension n. Fizons
a > 0. Sila cohomologie Hp (N, g) est de dimension finie et I = ]0,A[C IR est un
intervalle borné, alors on a:

, N | 1 Lo
i) pour tout entier j < -i(n + =) lapplication
a

pr":H(jZ)(N,g) — H(jz)(N x I,r*%g 4 dr?)

induite par la projection canonique pr: N x I — N, est un isomorphisme, et

i) pour tout entier j > —;-(n + —1-), H(jz)(N x I,r¥g +dr?) = 0.
a

Revenons 4 Pespace stratifié A et considérons sur A—¥ une métrique é-adaptée p.
A tout ouvert U C A faisons correspondre le complexe des £2-formes différentielles
Q) (U ~ Z, p). Ceci définit un complexe de faisceaux sur A que I'on notera {1j(A).

Proposition 2.5 Le compleze de faisceauz 23, (A) est un compleze de faisceauz fins.

Démonstration. Tout recouvrement de A par des ouverts posséde une partition de
Punité subordonnée constituée par des fonctions contrdlées (cf.[15, page 8] et [2,
BIIL-3]). 1l faut donc prouver que le produit par des fonctions contrélées est un
opérateur interne de Q&)(U — ¥, u). Le probléme étant une question locale, nous

pouvons nous restreindre & un voisinage distingué. Supposons donc A =]—¢,¢['xe. L,
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p=dzi+. - +dz?+r?n—pup +dr? et considérons f: A — IR une fonction controlée
a support compact.

Le probléme se réduit & prouver que pour toute forme w € sz)(A —X,u)ona
fw € Qp(A - ¥, ). Puisque f est bornée, il suffit de montrer que la £*-norme
[{df Awi|, est finie.

La forme différentielle w est une somme de termes en

(3) aAdry A---Adzy, et BAdzy A---Adz, Adr

ot (21,...,%;) sont les coordonnées de | — ¢, ¢[', r celle de ]0,¢[ et a et 3 sont des
formes différentielles homogeénes sur A — £ ne contenant pas les formes dz,, ..., dz;,
dr. D’apres la forme particuliére de la métrique p, les termes précédents sont orthog-
onaux et on a les relations: ||aAdz;, A---Adzi,||, = ||al|, et [|[BAdzy A---Adzi, A
dr||. = ||B||.- Nous pouvons donc supposer que w est 'un de ces termes. D’autre
part, la fonction f ne dépend que de (zy,...,z;). Ainsi, nous pouvons écrire:

'8
[|df A Adziy, A--- Ada || ||25£—dx, ANaAdzy A ANdx,|[2
=1

K2y |ldze Ao Adai, A+ Aday, |2
=1
K%|la|l, = K%lla Adz;, A--- Adag, |2,

IN

IA

. aof | . . . .
ou K est une borne supérieure des |a—f|, j =1,...,1. Ceci prouve la finitude de
.

i
lldf AaAdzi A+ - -Adz;,||u. 1 en est de méme de ||df ABAdzy, A- - -Adzi Adr|l,. &

3 Formes d’intersection relevables

Nous avons montré dans ([2, DII], voir aussi [13] et [1]) que la cohomologie d’inter-
section de A peut &tre calculée i I’aide des formes différentielles d’intersection de
Goresky et MacPherson (cf.[3]) qui sont relevables sur un déplissage A de A. Rap-
pelons ces notions.

Fixons pour la suite une perversité ¢ = (gz,...,¢n).

3.1 Une forme différentielle w sur A — ¥ est une forme permise si tout point de
¥ posséde un voisinage distingué (U, ¢) tel que la forme (v ~!)*w s’écrit dans ¢(U)
comme somme de mondmes (cf.(3)): aAdzy, A---Adzi, et BAdzy, A---Adzi, Adr
avec

4) degré(a) < gn-; et degré(B) < gn_; — 1.

On remarquera que a et S sont aussi des formes permises.

Nous dirons que w est une forme d’intersection (cf.[3]) si w et dw sont permises.

On désignera par 3(A) le complexe différentiel des formes permises. Brylinski a
montré dans [3] que la cohomologie de ce complexe est isomorphe au dual de TH?(A),
ol P est la perversité complementaire de g.
3.2 Une forme différentielle w sur A — ¥ est dite relevable (cf.[2, BIV Définition
1]) s'il existe une forme différentielle & sur A telle que 7*w et & coincident sur
77'(A —L). La densité de A — ¥ dans A implique que la forme @, si elle existe, est
unique.
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On notera Kj(A) le complexe différentiel constitué par les formes différentielles
d’intersection qui sont relevables. En particulier, toute fonction contrdlée f appar-
tient & K3(A), et si w € K;(A) alors il en est de méme de fw (cf.[2, BIV-2.2]).
Nous avons montré dans [2, DII| que la cohomologie du complexe K;(A) calcule
I’homologie d’intersection IHP(A), plus précisément:

Théoréme de De Rham. Soient A un espace stratifié et (p,q) deuz perversités
complementaires. La cohomologie du compleze des cochaines singuliéres d’inter-
section Hom{SC?(A), IR) et la cohomologie du compleze des formes différentielles
d’intersection (03(A) sont isomorphes & la cohomologie d’intersection Hom(IH?(A),
IR).

L’intégration des formes relevables de 3( A) sur les chaines relevables de SCP(A)
est bien définie et le diagramme

Q3(A) — K;(A) —J;» Hom(RC?(A), R) «— Hom(SC?(A), R)

est constitué de quasi-isomorphismes.

3.3 On notera Kj le complexe de faisceaux associé au préfaisceau U — Kj(U). 1l
est constitué par des faisceaux fins (cf.[2, BIV]).

4 Comparaison entre Hpy(A - X, u) et H*(Ky(A))

Dans cette section nous montrons le principal résultat de ce travail: le complexe
des formes d’intersection relevables calcule la £2-cohomologie de (A — , ). Pour
cela nous commengons par comparer les complexes K7(A) et Qf,(A — X, p). Les
perversités pour lesquelles nous effectuons cette comparaison sont celles qui vérifient
§ > 7, perversité moitié supérieure (cf.[8]), ainsi que la relation (cf.[12)):

(%)

20~k +3) 1< <2¢—k+1)"1 si2qg>k-1
1<ar < +o0 si2qp =k —2
Ici, on a fixé & = (a,,...,a,) un (n — 1)-uplet de réels strictement positifs. La
signification de (5) est la suivante; si £ est un entier, alors:

1
(6) Z<—(k—l+L)©€§qk
2 ag

ce qui relie les calculs locaux de (2.4) et de [2, CIV].

Lemme 4.1 Soient A un espace stratifié compact et {w(2)},ew une famille continue
des formes différentielles de K;(A) indicé par un ouvert W de RN contenant 0.
Dans ces conditions il existe une constante C > 0 et un ouvert W' C W contenant
0 tels que ||w(2)||, < C pour tout z € W',

Démonstration. Si prof(A) = 0 la fonction z + ||w(z)||, est continue, il suffit donc
de prendre un ouvert W' C W relativement compact contenant 0.

Supposons le lemme prouvé pour les espaces stratifés de profondeur strictement
inférieure a celle de A. Nous procédons en trois étapes.

26



SARALEGI et al.

o Réduction de A. Puisque A est compact, il suffit de trouver pour chaquez € X
un voisinage U de z sur lequel le lemme soit vrai. Nous pouvons donc supposer
A =]—¢€el'xc. L,z = ((0,...,0),[ ,0]) et p = dz? +- - +da? 4 r¥n~ipy 4+ dr?
ol les z,,...,z; sont les coordonnées de | — ¢, e[

o Réduction de {w(z)}.ew. La décomposition (3) permet de nous limiter au cas
ou:

w(z)=oa(z) Adzy A---Adzy, et w(z)=p8(z) Adzy, A--- Adzi, Adr.
En fait, les deux cas étant semblables, nous traiterons seulement le premier.

o Calcul de la norme. Pour chaque z € W nous avons {cf.[11, page 339]):

@l = [ [ O llate, v, il das - dadr,

ol j est le degré de a. Puisque {a(2)},ew est une famille continue de formes
de Kj(A), il existe une famille continue de formes {&(z)}.ew dans Kij(A) =
Ki(] —€,el' xLx] — €,¢[) étendant {a(2)}.ew (cf.[2, CIV-2.1]). Considérons
maintenant la famille continue de formes {&(y)} de K3(L), pour y = (z,z4,...,
z;,r), dans Wx] — ¢,e['x] — ,¢[. Elle vérifie les conditions de ’hypothése de
récurrence. Il existe donc C' > 0, €’ €]0,¢[ et un ouvert W’ C W contenant 0
tels que ||&(y)||., < C", pour tout y € W'x] —¢',e'['x] — ¢’,¢'[. Ainsi, si nous
considérons le voisinage U =] — ¢’,&'[ xcL de z, pour chaque 2 € W’ nous
obtenons:

& . .
llw(2)]ls = f]_, . /0 pon=in=i1=20) 8 (5 g @iy )| dn - - daidr

< (251)1'0/ /c ru,.__,(n—t'-—l——?j)d,r,

0

qui est fini puisque a,_;(n — ¢ — 1 — 25} > —1 (utiliser (6) et § > 7). Nous
terminons en prenant C = (2¢')'C’(g’)?n~i{n—i-1-2)+1,

L’application de ce lemme au cas N = 0 donne:

Proposition 4.2 Soit A un espace stratifié compact, alors le compleze Kj(A) est
inclus dans ;) (A — I, p).

Observons que ce résultat est faux si A n'est pas compact.

4.3 Nous avons déja montré que le faisceau K est fin. Ainsi, tout germe d’une sec-
tion de K’} peut &tre representé par un élément de K3(A). La Proposition précédente
permet d’en déduire que le complexe des faisceaux Kj est inclus dans §25. La com-
paraison de ces deux complexes de faisceaux donne lieu au principal résultat de ce

travail, pour lequel nous utilisons les résultats de [2].
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Théoréme 4.4 Soient un espace stratifé compact A et une perversité p < m, alors
il existe une métrique riemannienne p sur A — X telle que

THZ(A) = Hiy(A~ %, ).

Cet isomorphisme est réalisé géométriguement par le diagramme de quasi-isomor-
phismes suivant:

Hom(IC(A); IR) QA -3, p)
| ,
Hom(SCP(A); IR) L Q(A)
il fl
 Hom(RCHARR) —L—— K;(A)

otl

1) ICP(A) est le compleze de PL-chaines d’intersection (cf.[7]),

2) SCP(A) est le complexe de chaines d’intersection singuliéres (cf.[9]),

3) RC?(A) est le compleze des chaines d’intersection singuliéres relevables (cf.[2,
BT,
et pour q, perversité complementeire de j,

4) K;(A) est le compleze de formes d’intersection relevables (cf.(3.2)),

5) ;(A) est le compleze de formes d’intersection (cf.[3]),

6) sz)(A — X, ) est le compleze de L2-formes de A — £ pour la métrique p
(cf.(2.3)), et

7) les morphismes p et p’ sont des restrictions et ¢ et o' sont des inclusions.

Démonstration. Prenons comme métrique riemannienne g une métrique d-adaptée
(cf.(2.2)) ol & est relié avec § par (5). D’apres [2, DII] le seul résultat qui reste a
montrer est que I'opérateur ¢ est un quasi-isomorphisme.

Nous procédons par récurrence sur la profondeur de A. Si cette profondeur est
0 alors la conclusion est immédiate car: Q3(A) = K;(A) = Q*(4).

Supposons que le résultat ait été vérifié pour tous les espaces stratifiés compacts
de profondeur strictement inférieure  celle de A. Nous terminons en appliquant [6,
page 178] a l'inclusion de complexes de faisceaux Kj — Q.

Remarquons pour cela que les links L des strates de A se trouvent dans les
conditions de 'hypothése de récurrence; nous pouvons donc appliquer (2.4) et [2,
DIV] aux ouverts distingués de A. Nous en déduisons que les homomorphismes
H(K3) — H(Q) sont bijectifs. D’autre part, nous avons observé en (2.5) et en
(3.3) que ces deux complexes de faisceaux sont constitués par des faisceaux mous.
Puisqu’ils sont aussi bornés inferieurement nous pouvons appliquer le résultat de {6]
(loc.cit.) et en conclure que ¢ induit un isomorphisme entre H*(K(A)) et Hy (A~

,u).
5 Appendice
Dans cet appendice nous montrons la Proposition 2.2 sur 'existence des métriques

d-adaptées. Nous utilisons pour cela la notion, a priori plus faible, de métrique
@-constructible.
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Fixons un espace stratifié A de dimension n et un (n — 1)-uplet & = (a,...,a,)
de nombres réels positifs ou nuls.

5.1 Une métrique riemannienne g sur la partie réguliere A — ¥ est a-constructible
si, ou bien ¥ = @, ou bien pour chaque point z € ¥ il existe un voisinage disingué
(U. @) vérifiant:

(M g~ @ (g + r¥=im 4 adr?),
oll ]
i) g est un métrique riemannienne sur | — ¢, ef*,
ii) m est une métrique semi-définie positive riemannienne sur
] -, e'x(L —Z1), et
ili) a:]—e¢,€[*>]0,00[ est une fonction différentiable.

Remarquons que toute métrique G-adaptée est a-constructible. La réciproque,
qui assure ’existence des métriques a-adaptées, est montrée en (5.6).

La démarche est la suivante: d’abord nous prouvouns 'unicité et ’existence des
métriques @-constructibles et ensuite nous prouvons l’existence des métriques @-
adaptées. Mais avant cela nous avons besoin des certaines propriétés des métriques
é-constructibles.

Lemme 5.2 Si p est une métrique a-constructible et f € Aut(A) alors f*u est
aussi G-constructible.

Démonstration. Si & = @ le résultat est immédiat. Dans le cas contraire considérons
z € L et (U,p) et (U',y’) deux voisinages distingués de z et f(z) respectivement,
vérifiant (7). La composée @' fop~:] — ¢,e[ xe. L —] — €',&'[ xc L est définie par
(z,[y,r]) = (fi(2), [falz, 1), 7)) ot fi:]—e,e['=] — &', €[ est un difféomorphisme et
fa(z,-) € Aut(L) pour chaque z €] — ¢, [ (cf.[2, AL-2]). La métrique (p™)* f*u est
donc quasi-isométrique & frg’' + r?= fom! + fro' dr?, qui satisfait aux conditions
de (7). &

Remarquons que la condition (7) ne dépend pas du voisinage distingué choisi, ce
qui n’est pas le cas de (2).

Lemme 5.3 Supposons A compact et considérons deuz réels 7 et a strictement
positifs.

1) 8i p est une métrique (ay, ..., a,)-constructible sur A, alors dt? + .. + dt3, +
8%y + ds? est une métrigue (ay, ..., a,,a)-constructible sur RN x cA.

2) Si v est une métrique (az,...,an,a)-constructible sur RN x c, A, alors sa
restriction @ IRY x A x {so}, pour 0 < so < 7, est (ay,...,an)-constructible.

Démonstration. 1) La vérification de (7) est immédiate pour tout point de IRV x
{sommet}. Notons z = (t,...,tn,2,8) un point de RN x £x]0,00[. Soit (U, )
un voisinage distingué de z vérifiant (7). Le voisinage distingué de 2z: (V,¢) =
(RN x Ux]0,00[ , identité x ¢ x identité ) vérifie (7) car (V) = RNx] -
€,e['x]0, 00[xc L et:

dt? 4+ 4 dt} +sPu+ds* ~

O ({dt2 + - + dty + 57g 4 ds?} + r**-i{s*m} + s*%dr?),
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2) Considerons 2’ = (t1,...,tn,2,5) € IRY x £ x {s}. Il existe un voisinage
distingué (U, ¢) de z dans A et 7/ > 0 tels que (V,¥) = (Jt, — 7', t; +7[ x - - - x Jtn —
T IN+7[ xUx Jsg—7', 89+7'[, identité xx identité ) est un voisinage distingué
de 2’ vérifiant:

v~ Y*(g +r¥m + adr?)
avec:

i) g métrique riemannienne sur W =[t; — 7', ¢, + 7/[x - - xJty — T tx + 7]
X] — 6,5[‘)(].90 - TI, 80 — T'[,
i) m métrique riemannienne semi-définie positive sur W x (L — ) et
iii) a:W —]0, oo[ application différentiable.

Pour démontrer le lemme il suffit d’écrire ces relations en sq. &

L’unicité des métriques &-constructibles pour les espaces stratifiés compacts
découle de la Proposition suivante.

Proposition 5.4 Soient y; et p; deuz métriques &-constructibles sur A. Pour tout
point de A il existe un voisinage V tel que py ~ pp sur V — X,

Démonstration. Si ¥ = @ le résultat est évident. Supposons donc avoir montré la
Proposition pour tout espace stratifié de profondeur strictement inférieure & celle
de A. Etant donné que le probléme est local, nous pouvons nous restreindre & un
voisinage distingué; supposons donc A =| — g,e['xc.L et z = {(0,...,0),[ ,0]).
Puisque (7) ne dépend pas du voisinage distingué choisi {cf.(5.2)) nous pouvons
supposer que:

28n_i 2an_i

m=g1+r my+adr® et py =gy +r my + agdr?,

oll gy, gz, M1, My, 1 et ay satisfont aux conditions de (5.1). La Proposition découle
alors des quatre faits suivants.

1

e Soit ry €]0, €[, les métriques gy (ro) = g1 + rga""ml et pa(ro) = gy + 15 " 'my
sont
(@zy...,an_1)-constructibles sur ] — ¢,e[*x (L — Z) x {ro} (cf.(5.3 2))). La
compacité de L et Phypothése de récurrence permettent d’affirmer P'existence
de ;1 €]0,¢[ tel que pi(ey) ~ pa(eq) sur | — e, 1'% (L — L) x {e1}.

¢ Puisque oy et a; sont continues et y(0,...,0) - a2(0,...,0) # 0 il existe

€2 €]0,ef et K > 1 avec -Il?az(x) < ay(z) € Kay(zx) pour tout €] — €3, &5,

o Il existe &3 €]0,¢] tel que gy ~ g, sur | — €3, 3"

e Si B, C, D et E sont quatre constantes non négatives avec D + E # 0, ’étude

. . iB + . .
: . _ s éalité
de la fonction 7:]0, 0o[— IR définie par 5(t) E+D montre I'inégalité
. [C B+C tB+C {C B+C} .
— < < — t2>0.
H{D’E+D}"tE+D‘max DE+DS "3
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Pour terminer la démonstration il suffit de prendre B = my, C = ¢ +adr?, E = m,,
D = g+ apdr? et V =] —~ g4, 4] X, L avec €4 = min{e;, &3, €3} &

Proposition 5.5 Tout espace stratifié posséde une métrique a-constructible.

Démonstration. Pour X = @) le résultat est immédiat. Supposons donc avoir montré
Pexistence de métriques &-constructibles pour tout espace stratifié de profondeur
strictement inférieure & celle de A. Considérons & un recouvrement de A par des
ouverts distingués et { fu }uey une partition de I'unité subordonnée A Y et constituée
de fonctions contrélées. Pour chaque U € U notons gy une métrique @-constructible
sur U (elle existe d’aprés ’hypothése de récurrence et le (5.3 1)).

Nous affirmons que la métrique riemannienne p = Z fupu est @-constructible.

Ued
En fait, chaque z € ¥ posséde un voisinage V dans lequel p s’écrit comme une
m

somme finie EfUJ/LUJ.. D’aprés le (5.4) il suffit de réduire V pour que py,, ..., pu,,

=0
soient quasi-isométriques sur V —X. Alors on a: p ~ py, sur V — X, olt gy, est une
métrique @-constructible. &

Finalement nous pouvons aborder la

5.6 Démonstration de la Proposition 2.2.

Nous montrons par récurrence sur la profondeur de A que toute métrique é-cons-
tructible est @-adaptée. Pour ¥ = @ I’assertion est évidente. Supposons donc avoir
montré le résultat pour tout espace stratifié de profondeur strictement inférieure a
celle de A.

Considérons p une métrique a-constructible sur A et z un point de ¥. Nous
allons vérifier (2) pour ce point. Fixons (U,) un voisinage distingué de z et u
une métrique (ag, ..., G,-i_1)-constructible sur le link L de z; elle existe d’apres le
(5.5). Remarquons que grice & 'hypothése de récurrence nous savons que g est
aussi (ay,...,an_i_1)-adaptée. Posons v = @*(dz? + - .- + dz? + r¥»—y + dr?), nous
aurons terminé si nous trouvons un voisinage V de z tel que g ~ v sur V - %,

La technique des partitions de 'unité utilisée dans la Proposition précédente
permet de construire sur A une métrique a-constructible ¥ coincidant avec v sur la
partie réguliere V — ¥ d’un voisinage V de z. On a alors le résultat, car d’aprés le
(5.4) il suffit de réduire V pour avoir p ~ (¥ = v) sur U — L. &
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