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s  DES ESPACES STRATIFII~S 

Jean Paul Brasselet, Gilbert Hector et Martin Saralegi 1 

The first results relating intersection homology with fLcohomology were found 
by Cheeger, Goresky and MacPhersson (cf.[4] and [5]). The first spaces considered 
were the compact stratified pseudomanifolds with isolated singularities. Later, Na- 
gase extended this result to any compact stratified space A possessing a Cheeger 
type riemannian metric it (cf.[12]). The proof of the isomorphism H~2)(A - E, it) 
IH~,(A) uses the axiomatic caractc!risation of the intersection homology of [2]. 
In this work we show how to realize this isomorphism by the usual integration of dif- 
ferential forms on simplices. The main tool used is the blow up of A into a smooth 
manifold, introduced in [2]. We also prove that any stratified space possesses a 
Cheeger type riemannian metric. 

Les premiers r6sultats concernant la dualit6 entre l'homologie d'intersection et 
la cohomologie s sont dfls k Cheeger, Goresky et MacPherson (cf.[4] et [5]). De 
nombreux auteurs les ont 6tendus dans des situations diverses, spdcialement darts 
le cadre de la g6om6trie algdbrique. Le type d'espace originellement consid6r6 est 
celui des pseudovari4tds stratifdes compactes ~ singularit6s isol6es. Dans ce cadre, 
Cheeeger construit dans la partie rdguli~re de la pseudovaridt4, une m4trique rie- 
manniennne dont la s calcule l'homologie d'intersection. Avec les 
m~mes mdthodes, Nagase [12] ~tend ce rdsultat aux espaces stratifi4s compacts 
(pseudovari6t4s stratifi4es par une stratification de Thom-Mather), sans restriction 
sur le type de singularit4 et en construisant une m6trique riemannienne it du type de 
Cheeger. Pour un tel espace A, il montre l'isomorphisme H(*~I(A - E, tt) ~ IH~,(A). 
La d4monstration utilise la caract4risation axiomatique de l'homologie d'intersection 
de [Sl. 

Le but du pr4sent travail est de montrer que cet isomorphisme peut Stre r6alis6 
g6om4triquement par l'int4gration habituelle des formes diff6rentielles sur les sim- 
plexes (Th6or~me 4.4). Nous v4rifions aussi que tout espace stratifi4 poss~de une 
m4trique riemannienne du type de Cheeger (Proposition 2.2). 

Le principal outil que nous employons dans ce travail est la d4singularisation 
(appel4e ddplissage) de A en une vari6t~ diff4rentiable ei que nous avons introduit 
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en [2]. Nous y avons montr6 que l'homologie d'intersection de A peut 6tre calcul6e 
l'aide du complexe K~(A) des formes diff6rentielles d'intersection qui poss~dent 

un rel~vement en une forme diffdrentielle de A. Le point crucial du prdsent travail 
est  celui de montrer que K~(A) est un sous-complexe de F~2)(A - ~, #) et qu'il a la 
m6me cohomologie. 

L'organisation du travail est la suivante: Dans les trois premieres sections nous 
rappelons les notions d'espace stratifi6, de s et de forme d'intersec- 
tion relevable. La section 4 est d6di6e k la d6monstration du r6sultat principal de ce 
travail, le Th~or6me 4.4. Finalement, dans l'appendice nous ddmontrons l'existence 
et l'unicit6 des m6triques du type de Cheeger pour les espaces stratifi6s. Dans ce 
travail toutes les varidtds consid6r6es sont lisses et sans bord, le mot "diff6rentiable" 
voudra dire de classe C ~ et les chaines et les cochaines sont prises ~ coefficients 
darts ~ .  

Les auteurs remercient le referee par sa suggestion qui leur a permis de clarifier 
la d6monstration de (4.4). 

1 Espaces  stratifi6s 

Nous rappelons dans cette section les notions d'espace stratifi6 et d'6clatement in- 
troduites dans [2, AI et AII]. 

1.1 Une p s e u d o v a r i 6 t 6  s t ra t l f6e  A de dimension n e s t  un espace topologique A 
muni d'une filtration 

A = A,, D A n - 1  = A,,-2 = ~ D A,,_3 D . ' .  D Ao D A_I = 0, 

telle que 
i) chaque Ai - Ai-1 non vide est une vari6t6 de dimension i dont les composantes 

connexes sont appel~es s t r a t e s  et 
ii) tout point x de A i - A i - 1  admet un voisinage U C A hom6omorphe k B i xc , (L)  

oh B i =] - r est une boule ouverte de ~ i ,  et le link L e s t  une pseudovari6t6 
compacte de dimension n - i - 1 ind6pendante du point x choisi dans la strafe. 

Ici c,(L) d6signe le c6ne ouvert (moins la base) L x [0, r x {0} et par d6finition, 
on a c,(0) = {point}. 

L'ouvert A - E est la pa r t i e  r6guli~re de A et l'ensemble E est la pa r t i e  
singuli~re.  La p r o f o n d e u r  de A, notre prof (A) ,  est le plus grand entier k pour 
lequel il existe une famille de strates {So, . . . ,  Sk} avec So inclus dans l'adh6rence de 
$1, etc. 

1.2 Un e space  strat if i~ (cf.[2]) est la donn6e d'une pseudovari~t6 stratifi~e A et 
d 'une famille de voisinages tubulaires des strafes de A. Le voisinage correspondant 

la strate S est un fibr~ de base S, de fibre le c6ne cL = L x [0, cr / L x {0} et de 
groupe structural Aut(L) .  Ici Aut(L)  d~signe le groupe d'isomorphismes d'espace 
stratifi6 de L sur lui-m~me (hom6omorphismes qui pr6servent les voisinages tubu- 
laires, cf.[2, AI Ddfinition 2]). 

Dans ce travail nous utiliserons principalement la description locale de A que 
nous rappelons dans le paragraphe suivant. 

1.3 Dam [2, AII] nous avons construit une "d6singularisation" de A en une vari6td 
A munie d 'un morphisme 7r: 3. __, A appel6 d6pl issage  et satisfaisant les propri~t~s 
suivantes: 
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1) En dehors de la part ie singuli~re de A l e  d6plissage est un rev6tement diff6- 
rentiable trivial. 

2) Pour tout point z de Ai - A~_~, i < n - 2, et pour tout  point ~ de r-~(x)  il 
existe un voisinage U de x, un voisinage V de 5: et un nombre e > 0 tels que l 'on 
ait un diagramme commutatif:  

v �9 ] -  ~ ,4 ' •215  

(I) ] 
U ' ] - r  L 

oh: 

i) ~ est un isomorphisme, 
ii) ~ est un diff6omorphisme, et 

iii) P(x,  ~), r) = (x, [rL(/)), Irl]), oh ~rL: L ~ L est un d@lissage du link L, 
et [ , ] d 'dnote un point du cbne c~L. 

Nous dirons que (U,~,) est un v o i s i n a g e  d i s t i n g u 6  de x. Tout point de A 
poss~de une base de voisinages const i tute par des voisinages distinguds. 

Le d6plissage que nous venons d ' introduire pr~sente des similitudes avec la nor- 
malisation de [7]: la restriction de ~r k chacune des composantes connexes de A - 
l r - l (E)  est un diff6omorphisme et ~r-l(E) est de mesure nulle. La diffdrence la plus 
impor tante  r6side dans le fait que la dimension de ~.-I(E) est plus grande que celle 
de ]E pour le d$plissage et lui est 6gale pour la normalisation. 

Pour la suite de ce travail on fixera A, espace stratifi6 de dimension n, et ~r: A. --~ 
A un dSplissage de A~ 

2 s 
Nous pr6sentons dans cette section la m6trique riemannienne introduite par Cheeger 
(cf.[4], voir aussi [12]). Elle d@end d 'un (n - 1)-uplet de r6els positifs ou nuls 
~t = ( a 2 , . . . ,  a , ) .  Nous 6tudions aussi la s associ6e. 

2.1 M 6 t r l q u e s  a d a p t 6 e s .  Rappelons que l 'on dit que deux m~triques riemanni- 
ennes g e t  g' sur une vari6t~ riemannienne N sont q u a s i - i s o m 6 t r i q u e s ,  et on note 

1 
g .,~ g',  s'il existe K > 1 avec ---~g < g' <_ Kg. Remarquons que deux m~triques 

riemanniennes g et g' sont toujours localement isom6triques. 

Supposons pour commencer que la profondeur de A est nulle, c 'est-h-dire A est 
une vari~t6 et ]E = 0. Alors, par  d~finition, toute m6trique riemannienne sur A est 
~t-adapt~e.  

Dans le cas d 'un  espace stratifi~ de profondeur quelconque, nous dirons qu'une 
m~trique riemannienne # sur la part ie r6guli~re A - E est ~t-adapt6e si pour tout  
point x situ~ dans . 4 / -  Ai_1, / < n - 2, il existe un voisinage distingu6 (U,~)  de x 
v~rifiant: 

(2) # ~ ~ ' (  dx~ + . . .  + dx~ + r2an-'l~L "Jr dr ~) sur A - ~,  

oh PL d6note une m6trique riemannienne, ( a s , . . . , a , _ i _ , ) - a d a p t 6 e ,  sur la part ie 
rSguh~re du link L de la s trafe du point z. 
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Dans l 'appendice nous montrons le r6sultat suivant concernant l 'existence et 
l'unicitd de ce type de mdtriques. 

Proposition 2.2 Pour tout (n - 1)-uplet de nombres rdels positifs ou nuls ~ = 
(a2, . . . ,  an) il eziste, sur A - ~, une mdtrique riemannienne ~-adapt~e. 

En fait, il est possible de remplacer dans (2.1) le concept de "quasi-isom6trie" 
par celui d '" isomdtr ie ' ,  pourvu que les groupes structuraux Aut(L)  de A soient des 
groupes compacts. 

2.8 L:2-Formes diffdrent ieUes.  Considdrons maintenant une varidt6 riemannienne 
(N,g) .  Pour toute forme diffdrentielle w sur N on ddfinit la s  de w par: 
]]w]]g = (fY w A *w) 1/2, oh * est l 'opdrateur de Hodge associ~ k g. Remarquons que 
cette norme peut ~tre infinie. Le sous-complexe diff6rentiel 

f~2)(N,g) = {w E fF(N) / II~ll~ < ~ et IId~[[~ < ~ )  

est le c o m p l e x e  d e s / : 2 - f o r m e s .  Remarquons que si N est compact alors lq[2)(N , g) 
est le complexe gt*(N) des formes diffdrentielles sur N. Si g e t  g~ sont deux m6triques 
riemanniennes quasi-isomdtriques sur N alors 1212)(N , g) = fl~2)(N , g'). 

La cohomologie du complexe f~2)(g, g), notde H~2)(N , g), est l a / : 2 - cohomolog ie  
de (N,g).  Tout diffdomorphisme f:  N'  ~ N entre deux varidt6s induit un isomor- 
phisme entre H~2)(N,g) et H~2)(N' , f 'g) .  

Le rdsultat suivant (lemme de Poincar6) est dfi k Cheeger (cf.[4, Lemme 3.4] et 
[11, Lemme 3.12]) et se trouve ~ l'origine de la relation entre l 'homologie d'intersec- 
tion et la s 

P r o p o s i t i o n  2.4 Soit (N,g) une varidt( riemannienne de dimension n. Fixons 
a > O. Si la cohomologie H~2)(N, 9 ) est de dimension finie et 1 = ]0, A[C /R est un 
intervalle bornd, alors on a: 

1 1) 
i) pour tout entier j < -~(n + -a l'application 

pr*: H~2)(N,g ) --+ H~)(N • I, r2~g + dr 2) 

induite par la projection canonique pr: N x I ~ N,  est un isomorphisme, et 

i 0 pourtout  ent ier j  > -~(n+ ), H(2)(N • I, r2"g+dr  2) = O. 

Revenons h l 'espace stratifi6 A et consid~rons sur A - E  une m~trique h-adapt6e #. 
A tout ouvert U C A raisons correspondre le complexe des/:2-formes diffdrentielles 
fl~)(V - E, #). Ceci ddfinit un complexe de faisceaux sur A que l'on notera f~(A) .  

P r o p o s i t i o n  2.5 Le complexe de faisceaux fl'~( A ) est un complexe de faisceaux fins. 

D~monstration. Tout recouvrement de A par des ouverts poss~de une partition de 
l'unitd subordonn6e constitude par des fonctions contrSl~es (cf.[15, page 8] et [2, 
BIII-3]). I1 faut donc prouver que le produit par des fonctions contrbldes est un 
op~rateur interne de 12~2)(U - E,/~). Le probl~me dtant une question locale, nous 
pouvons nous restreindre hun  voisinage distingud. Supposons donc A =]-~,  ~[i• 
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# = dx~ + . . .  + dx~ + r 2 . . . .  #L + dr 2 et consid6rons f :  A ~ ~ une fonction contr616e 
support  compact.  

Le problb, me se r6duit ~ prouver que pour route forme w ~ fl[z)(A - E ,# )  on a 

f w  ~ f l~)(A - E,/~). Puisque f est born6e, il suffit de montrer  que la s 

I l d f A w j l ,  est finie. 
La forme diffdrentielle w est une somme de termes en 

(3) a A dxil A . . .  A dxip et fl A dxil A . . .  A dxip A dr 

oh ( x l , . . . ,  xi) sont les coordonn6es de ] - ~, c[ i, r celle de ]0, ~[ e t a  et /3 sont des 
formes diffdrentielles homog~nes sur A - E ne contenant pas les formes d x l , . . . ,  dxi, 
dr. D'apr~s la forme particuli~re de la m6trique #, les termes pr6c6dents sont orthog- 
onaux et on a les  relations: I1~ ̂  d~ ,  ^ . . .  ^ dxip Ib --- I1~11. et [1/3 A dxi~ A . . .  A dxip A 
d~ll. = II~ll.. Nous pouvon~ donc supposer que ~ ~ t  r u n  de ces termes. D 'aut re  
part,  la fonction f ne ddpend que de ( x t , . . . ,  xi). Ainsi, nous pouvons 6crire: 

i Of  
Ildf A o, Adz,, A . . .  A a%llL ---- II ~ b-~ d~, A ,~ ̂  d~,~ A. . .  A dx,,,ll~. 

l = 1  
i 

< K ~ ~ Ildze ̂  ,~ A d ~  A . . .  A d%ll~ 
l = l  

_< K2ilI~II .  = K2ilI~ ^ a~,, ^ . . .  ^ d%l lg ,  

oh K est une borne supdrieure des I ~ t ,  J = 1,.. . , i .  Ceci prouve la finitude de 

IldfA~^d~^...Ad%ll.. I1 e n  est de m6me de IldfA~^d~A., "^d%^d~ll.. ~, 

3 F o r m e s  d ' i n t e r s e c t i o n  r e l e v a b l e s  

Nous avons montr6 dans ([2, DII], voir aussi [13] et [1]) que la cohomologie d' inter- 
section de A peut 6tre calcul6e k l 'aide des formes diffdrentielles d ' intersection de 
Goresky et MacPherson (cf.[3]) qui sont relevables sur un d@lissage fi, de A. Rap- 
pelons ces notions. 

Fixons pour la suite une perversitd q = (q2 , . . . ,  q,). 

3.1 Une forme diffdrentielle w sur A - Y:. est une f o r m e  p e r m i s e  si tout point de 
poss~de un voisinage distingu6 (U, ~) tel que la forme ( ~ - ' ) * ~  s'6crit dans ~(U) 

comme somme de mon6mes (cf.(3)): a A dxi, A . . . A dxip et/~ A dx~, A . . . A dxip A dr 
a v e c  

(4) degr6(a) ~ qn-i et degrd(/~) < q n - i -  1. 

On remarquera que a et 3 sont aussi des formes permises. 
Nous dirons que wes t  une f o r m e  d ' i n t e r s e e t i o n  (cf.[3]) si w e t  dw sont permises. 

On d6signera par l)~-(A) le complexe diff6rentiel des formes permises. Brylinski a 
montr6 dans [3] que la cohomologie de ce complexe est isomorphe au dual de IH~,(A), 
oh p e s t  la perversit6 complementaire de ~/. 

3.2 Une forme diff6rentielle w sur A - E est dite r e l e v a b l e  (cf.[2, BIV Ddfinition 
1]) s'il existe une forme diff6rentielle 5; sur fi, telle que ~r*o., et 5; coincident sur 
~r-l(A - E). La densit6 de A - E dans A implique que la forme ~, si elle existe, est 
unique. 
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On notera K~(A) le complexe diff6rentiel constitu6 par les formes diff6rentielles 
d'intersection qui sont relevables. En particulier, toute fonction contr61~e f appar- 
tient k K~(A), et si w E K~(A) alors il en est de m6me de fw  (cf.[2, BIV-2.2]). 
Nous avons montr6 dans [2, DII] que la cohomologie du complexe Kq(A) calcule 
l'homologie d'intersection IH~.(A), plus pr6cisdment: 

T h 6 o r ~ m e  de  De  R h a m .  Soient A un espace stratifid et (p,~) deux perversitds 
complementaires. La cohomologie du compleze des cochafnes singulidres d'inter- 
section Hom( SC~.( A), ~ )  et la cohomologie du compleze des formes diffdrentielles 
d'intersection ~*q( a ) sont isomorphes it la cohomologie d'intersection Hom( I H~. ( Z ), 
IR). 

L 'intggration des formes relevables de I2"~( A ) sur les chafnes relevables de SC~. ( A ) 
est bien dgfinie et le diagramme 

fF~(a) ~ K~(A) A Hom(RC~(A), IR) ~ Hom(SC~.(A), ~ )  

est constitu( de quasi-isomorphismes. 
3.B On notera/C~ le complexe de faisceaux associ~ au pr6faisceau U ~ K~(U). I1 
est constitu6 par des faisceaux fins (cf.[2, BIV]). 

4 Comparaison  entre H(*2)(A-E,#)et  H*(Kq(A)) 
Dans cette section nous montrons le principal r6sultat de ce travail: le complexe 
des formes d'intersection relevables calcule la E2-cohomologie de (A - E, ~t). Pour 
cela nous commengons par comparer les complexes K;(A) et f~2)(A - E, ~t). Les 
perversit$s pour lesquelles nous effectuons cette comparaison sont celles qui vdrifient 
q > fi, perversit6 moiti6 sup6rieure (cf.[8]), ainsi que la relation (cf.[12]): 

(5) (2qk - k + 3) -1 < ak < (2qk -- k + 1) -1 si 2qk > k - 1 
l < a k < + c r  s i 2 q k = k - 2  

Ici, on a fixd a = (a2 , . . . , an)  un (n - 1)-uplet de rdels strictement positifs. La 
signification de (5) est la suivante; si g est un entier, alors: 

1 1 _  
(6) e < : ( k -  1 + - - )  r e_< qk 

Z ak 

ce qui relie les calculs locaux de (2.4) et de [2, CIV]. 

L e m m e  4.1 Soient A un espace stratifid compact et {w(z)}zr une famille continue 
des formes diffdrentieltes de K~(A) indicg par un ouvert W de ~m contenant O. 
Dans ces conditions il eziste une constante C > 0 et un ouvert W' C W contenant 
0 tels que II~,(z)ll, _< C pour tout z E W'. 

Ddmonstmtion. Si prof(A) = 0 la fonction z ~-~ II~'(z)ll, est continue, il suffit donc 
de prendre un ouvert W '  C W relativement compact contenant 0. 

Supposons le lemme prouv6 pour les espaces stratif6s de profondeur strictement 
inf6rieure h celle de A. Nous proc6dons en trois 6tapes. 
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�9 Rdduction de A. Puisque A est compact, il suffit de trouver pour chaque x E 
un voisinage U de x sur lequel le lemme soit vrai. Nous pouvons donc supposer 
A =]-e ,e[ ixc~L,  x = ((0, . . .  ,0),[ ,0]) et # = dx~+. . .+dx~+r2a"- ' l . tL+dr2 
oh les x l , . . . ,  x~ sont les coordonn6es de ] - r  e[ i. 

�9 R~duction de {w(z)} ,ew.  La d$composition (3) permet de nous limiter au cas 
oh: 

~ ( z )  = , ( z )  A dx,, A . . .  A d~,, et ~(z)  = #(z) ^ d~,, A . . .  ^ d~,, A d,-. 

En fait, les deux cas ~tant semblables, nous traiterons seulement le premier. 

Calcul de la norme. Pour chaque z E W nous avons (cf.[11, page 339]): 

L/0" I I ~ ( z ) L  = ~,r ~="-'(~-'-'-~J)ll~(z, 3~1,..., ~i, r ) l i ,Ldxl '"  dx~dr, 

oh j est le degr6 de a. Puisque {a(z )} ,ew est une famille continue de formes 
de K~(A), il existe une famille continue de formes {&(z)},EW dans K~(,4) = 
Kg(] - ~, r  - ~,r 6tendant {a(z)},ew (cf.[2, CIV-2.1]). Consid+rons 
maintenant la famille continue de formes {&(y)} de K~(L), pour y = (z, x l , . . . ,  
xi, r), dans W x] - ~, ~[~• - ~, r Elle v~rifie les conditions de l'hypoth~se de 
r~currence. I1 existe donc C'  > 0, e' E]0, ~[ et un ouvert W ~ C W contenant 0 
tels que II&(y)ll~L < C', pour tout y E W ' x ] -  r  ~',e'[. Ainsi, si nous 
consid6rons le voisinage U =] - r de x, pour chaque z E W'  nous 
obtenons: 

II~(z)ll. = [ [ r~._,( . . . .  7-2:) &(z, x l , . . . , x . r ) l I . L d ~ a . ' . d x ,  d~ 
J] - r  ,r Jo 

_< (2e ' ) ' c ' f0  r . . . .  ( . . . .  1-2:)dr ' 

qui est fini puisque a,_i(n - i - 1 - 2j) > - 1  (utiliser (6) et q _> fi). Nous 
terrninons en prenant C = (2~1)iC'(r a"-dn-i-l-~j)+l. $ 

L'application de ce lemme au cas N -- 0 donne: 

Proposition 4.2 Soit A un espace stratifid compact, alors le complcxe K~(A) est 
inclus dans fi~2)(A - E, #). 

Observons que ce r6sultat est faux si A n'est pas compact. 

4.3 Nous avons d6jk montr6 que le faisceau/C~ est fin. Ainsi, tout germe d'une sec- 
tion de/U~ peut 6tre representd par un 616ment de K~(A). La Proposition pr6c6dente 
permet d'en d6duire que le complexe des faisceaux K~ est indus dans fI~. La com- 
paraison de ces deux complexes de faisceaux donne lieu au principal r6sultat de ce 
travail, pour lequel nous utilisons les r6sultats de [2]. 
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T h ~ o r ~ m e  4.4 Soient un espace stratifd compact A e t  une perversitd p < r-n, alors 
il existe une mdtrique riemannienne # sur A - ~ telle que 

IH~.(A) ~- H~)(A - ~, #). 

Cet isomorphisme est rdalisd gdomdtriquement par le diagramme de quasi-isomor- 
phismes suivant: 

o~ 

Hom( I C~. ( A ); IR) 

Hom( SC~. ( A ); 1tl) 

Hom(RC.~(A); ~)  

fl~)(A - E, #) 

K 

, fli_(A) 

/ 
(A) 

1) IC~.(A) est le complexe de PL-chaines d'intersection (cf.[7]), 
2) SC~.( A ) est le complexe de cha~nes d'i~terse~tion singuli~res (cf.[9]), 
3) RC~. ( A ) est le complexe des cha~nes d 'intersection singulidres relevables (cf.[2, 

BII]), 
et pour ~, perversitd complementaire de p, 

4) K; (A)  est le complexe de formes d'intersection relevables (cf.(3.e)), 
5) fF~(A) est le compleze de formes d'intersection (cf.[3]), 
6) f~[2)(A - ~, #) est le complcze de s de A - E pour la mdtrique # 

(cy.(e.s)), et 
7) les morphismes p e t  p' sont des restrictions et ~ et ~' sont des inclusions. 

Ddmonstration. Prenons comme m&rique riemannienne # une m&rique &-adapt& 
(cf.(2.2)) oh & est reli~ avec ; /par  (5). D'apr~s [2, DII] le seul r&ultat  qui reste h 
montrer est que l'op~rateur e est un quasi-isomorphisme. 

Nous proc~dons par r&urrence sur la profondeur de A. Si cette profondeur est 
0 alors la conclusion est immediate car: fl~-(A) = K~(A) = ~*(A). 

Supposons que le r~sultat ait ~t~ v~rifi~ pour tousles espaces stratifies compacts 
de profondeur strictement inf~rieure k celle de A. Nous terminons en appliquant [6, 
page 178] k l'inclusion de complexes de faisceaux/C~ ~ f~u" 

Remarquons pour cela que les links L des strates de A se trouvent dans les 
conditions de l 'hypothbse de r&urrence; nous pouvons donc appliquer (2.4) et [2, 
DIV] aux ouverts distingu~s de A. Nous en d~duisons que les homomorphismes 
7"l(K:~) --* 7/(fl~,) sont bijectifs. D'autre part, nous avons observ~ en (2.5) et en 
(3.3) que ces deux complexes de faisceaux sont constitu~s par des faisceaux mous. 
Puisqu'ils sont aussi born~s inferieurement nous pouvons appliquer le r&ultat de [6] 
(loc.cit.) et en conclure q u e t  induit un isomorphisme entre H*(Kq(A)) et H~2)(A- 
~,~). #, 

5 A p p e n d i c e  

Dans cet appendice nous montrons la Proposition 2.2 sur l'existence des m&riques 
h-adapt&s. Nous utilisons pour cela la notion, a priori plus faible, de m&rique 
a-constructible. 
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Fixons un espace stratifi$ A de dimension n e t  un (n - 1)-uplet h = ( a~ , . . . ,  aN) 
de nombres rdels positifs ou nuls. 

5.1 Une m6trique riemannienne # sur la partie r6guli~re A - E est a - c o n s t r u c t i b l e  
si, ou bien E = 0, ou bien pour chaque point  x ~ E il existe un voisinage disingu$ 
(U~ ~) v~rifiant: 

(7) 
oh 

" . ~ * ( g q - r ~ " - ' m + a d r 2 ) ,  

i) g est un m~trique riemannienne sur ] - e,e[ i, 
ii) m est une m6trique semi-d~finie positive riemannienne sur 

] -- ~ ,~[ i•  - EL), et 
iii) c~: ] -- e, e[i---*]0, c~[ est une fonction diff~rentiable. 

Remarquons que toute m6trique 5-adapt~e est 5-constructible. La r~ciproque, 
qui assure l 'existence des mdtriques 5-adapt~es, est montr6e en (5.6). 

La ddmarche est la suivante: d 'abord  nous prouvons Punicit~ et l 'existence des 
m~triques 5-constructibles et ensuite nous prouvons l 'existence des m~triques h_ 
adapt6es. Mais avant cela nous avons besoin des certaines propri6t~s des m6triques 
h-constructibles. 

L e m m e  5.2 Si # est une mdtrique ~-constructible et f E Aut(A)  alors f*# est 
aussi 5-constructible. 

Ddmonstration. Si E = 0 le r6sultat est imm~diat. Dans le cas contraire consid~rons 
x E E et (U,~p) et (U',  T') deux voisinages distingu6s de x et f ( x )  respectivement,  
v~rifiant (7). La compos~e q0 ' fq0-1: ] -  c , r215  ---*] - c ' , ~ ' [ i •  est d~finie par  
(x, [y, r]) ~ (f~(x), [f2(z, y), r]) oh f l :  ] - r162  _ ~,, r est un diff6omorphisme et 
f2(x, .) E Aut(L)  pour chaque x e] _~ , r  (cf.[2, AI-2]). La mdtrique (qo-1)*f*p est 
donc qua.si-isom~trique k f~g' + r 2 . . . .  f~m'  + f~a'  dr 2, qui satisfait aux conditions 
de (7). & 

Remarquons que la condition (7) ne d6pend pas du voisinage distingu~ choisi, ce 
qui n 'est  pas le cas de (2). 

L e m m e  5.3 Supposons A compact et cousiddmns deux rdels r e t a  strictemcnt 
positifs. 

1) Si # est une mdtrique ( a2 , . . . ,  a~)-constructible sur A, alors dt~ + . . .  + dt~ + 
s2"# + ds 2 est une mdtrique (as , . . . ,  aN, a)-constructible sur fit N x cA. 

2) S i v  est une mdtrique (a2,. . . ,a~,a)-constructible sur ~t N • c~A, alors sa 
restriction ~ ~ N  • A • {So}, pour 0 < So < r, est ( a2 , . . . ,  a~)-constructible. 

Ddmonstration. 1) La v6rification de (7) est imm6diate pour tout  point  de /~N X 
{somrnet}. Notons z = ( t l , . . . , t N ,  x , s )  un point de /R N • E• Soit (U,~)  
un voisinage distingu~ de x v6rifiant (7). Le voisinage distingu~ de z: (V, ~b) = 
(/R N • U •  , identit~ x ~ x ident i t6)  v6rifie (7) car ~b(V) = ~ N •  
e,e[~x]O,c~[• et: 

d t ~ + . . .  + d t ~ + s ~ + d s 2 ~  

r  2} +r2~.- '{s2~m}+s2"dr2) ,  

29 



S A R A L E G I  et M. 

2) Considerons z' = (ta, . . .  , tN,  x, So) E ~ N  • E • {30}. I1 existe un voisinage 
distingu6 (U,~o) de x dans A et r '  > 0 tels que (V, r  = (]tl - r ' ,  tx + r ' [  •  • ]tu-- 
r ' ,  t N + r ' [  •215  ] s o - r ' ,  S o + r ' [ ,  identitd • ~o x identit6 ) est un voisinage distingu6 
de z '  v6rifiant: 

v , . ~ r  2 . . . .  m T ~ d r  2) 

a v e c :  

i )  

ii) 
iii) 

g m6trique riemannienne sur W =]tl  - r ' ,  tl + r ' [ •  �9 . .  X]tN -- r', tN + r'[ 
• - - - 

m m6trique riemannienne semi-d6finie positive sur W x (L - EL) et 
a :  W ---~]0, cr application diff~rentiable. 

Pour ddmontrer le lemme il suffit d'6crire ces relations en So. 8 

L'unicit6 des m6triques 5-constructibles pour les espaces stratifids compacts 
d6coule de la Proposit ion suivante. 

P r o p o s i t i o n  5.4 Soient [.l 1 et g2 deuz mdtriques &-constructibles sur A.  Pour  tout 
point de A il existe un voisinage V tel que tq "~ #2 sur V - E. 

Dgmonstration. Si E = 0 le r6sultat est 6vident. Supposons donc avoir montr~ la 
Proposit ion pour tout  espace stratifi6 de profondeur strictement inf6rieure h celle 
de A. E tan t  donn6 que le problbme est local, nous pouvons nous restreindre h u n  
voisinage distingu6; supposons donc A = ] -  e,e[ ixc~L et x = ( ( 0 , . . . , 0 ) , [  ,0]). 
Puisque (7) ne d6pend pas du voisinage distingu~ choisi (cf.(5.2)) nous pouvons 
supposer clue: 

ttl = gl + r2a"-~ml q- a ldr  2 et P2 = g2 q- r2""-~m2 d- ot2dr 2, 

oh gl, 92, ml ,  m2, a l  et a2 satisfont aux conditions de (5.1). La Proposit ion d6coule 
alors des quatre faits suivants. 

2an-, 2an-i �9 Soit r0 e]0, r les m~triques ~q(r0) = gl + r0 ml et #2(r0) = g2 + r0 m2 
sont 
(a2 , . . . , a ,_ , ) - cons t ruc t ib l e s  sur ] - e , e [ i •  - EL) • {r0} (cf.(5.3 2))). La 
compacit6 de  L e t  l 'hypothbse de r6currence permet tent  d'affirmer l 'existence 
de el e]0,e[ tel que #1(el)  "-~ #2(O) sur ] - e l , e l [ i x ( n  - EL) X {d:l}. 

�9 Puisque a~ et  a2 sont continues et a ~ ( 0 , . . . , 0 )  �9 a 2 ( 0 , . . . , 0 )  ~ 0 il existe 
1 

e~ e]0,e[  et K > 1 avec -~a2(x )  <_ Otl(X ) ~___ K a 2 ( x )  pour tout  x e] - e2,e2['. 

�9 11 existe e3 E]0,e[ tel que gl "~ g2 sur ] - ea, ea['. 

�9 Si B,  C, D et  E sont quatre constantes non n6gatives avec D + E ~ 0, l '6tude 
t B + C  

de la fonction r/: ]0, oo[---, ~ d~finie par  r/(t) - t E  +'------'~ montre l 'in6galit6 

B + C ~  < t B + C  < m a x  s i t > 0 .  
min ' E + D J - t Z  +'-------D - ' -E-T-D J ' - 
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Pour terminer la d6monstration il suffit de prendre B = m~, C = g~+cqdr ~, E = m2, 
D = g2 + c~sdr ~ et V =] - ~4, e4[ i • c~,L avec ~4 = min{~ ,  e~, ~3}. & 

P r o p o s i t i o n  5.5 Tout espace stratifid poss~de une mdtrique h-constructible. 

Dgmonstration. Pour E = 0 le r$sultat est imm$diat.  Supposons donc avoir montr6 
l 'existence de m6triques a-constructibles pour tout espace stratifi6 de profondeur 
strictement inf6rieure ~ celle de A. Consid6rons H un recouvrement de A par  des 
ouverts distingu6s et {fv}ueu une part i t ion de l 'unit6 subordonn6e h/4 et constitu6e 
de fonctions contr616es. Pour chaque U E U notons #u une mdtrique h-constructible 
sur U (elle existe d'apr~s l 'hypoth~se de r6currence et le (5.3 1)). 

Nous affirmons que la m6trique riemannienne p = ~ fuPu est 5-constructible. 
ueu 

En fait, chaque x E Z poss&te un voisinage V dans lequel # s'6crit comme une 
m 

somme finie Y]Jvj#vj. D'apr~s le (5.4) il suffit de r6duire Y pour que #u~ , . . . ,  gv,, 
j=o 

soient quasi-isom6triques sur V - E. Alors on a: /z -~ Pv0 sur V - E, off #v0 est une 
m~trique h-constructible. & 

Finalement nous pouvons aborder la 

5 . 6  D ~ m o n s t r a t i o n  d e  la P r o p o s i t i o n  2.2. 
Nous montrons par  r$currence sur la profondeur de A que route mStrique h-cons- 

t ruct ible est h-adapt6e. Pour ~ = 0 l 'assertion est 6vidente. Supposons donc avoir 
montr6 le r~sultat pour tout espace stratifid de profondeur strictement infdrieure 
celle de A. 

Considdrons p une m6trique h-constructible sur A et x un point de ~.  Nous 
allons vdrifier (2) pour ce point.  Fixons (U, qa) un voisinage distingud de x et p 
une m6trique ( a s , . . . ,  an_i_l)-constructible sur le link L de x; elle existe d'apr~s le 
(5.5). Remarquons que grace h l 'hypoth~se de rdcurrence nous savons que p e s t  
aussi ( a s , . . . ,  an_i_l)-adapt6e. Posons v = to'( dz~ + . . .  + dx~ + r 2 . . . .  p + clr2), nous 
aurons termin~ si nous trouvons un voisinage V de x tel que # -,, v sur V - ~. 

La technique des part i t ions de l 'unit~ utilis6e dans la Proposition pr~c~dente 
permet  de construire sur A une m~trique h-constructible D coincidant avec v sur la 
pat t ie  r~guli~re V - E d 'un voisinage V de x. On a alors le r~sultat,  car d'apr~s le 
(5.4) il suffit de rdduire V pour avoir # ,-, (~ = v) sur U - E. 
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